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1.Introducción

Los procesos de manufactura han incrementado el uso de robots manipuladores en

tareas cada vez más complejas, por consiguiente es imprescindible diseñar mejores

Sistemas de Control, para minimizar los efectos inherentes a los sistemas mecánicos como

son: fricción, juego angular y zona muerta. Otros fenómenos que afectan el rendimiento del

sistemas de control son: incertidumbre en el modelo, ruido en mediciones y perturbaciones

externas.



2.Objetivo

Proponer una solución al problema de control de movimiento ℋ∞ en forma

global, aplicado a robots manipuladores de l grados de libertad, completamente actuados,

con articulaciones de tipo rotacional y sujeto a perturbaciones externas.



3.Hipótesis

Demostrar que la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs se cumple por medio de

una función estricta de Lyapunov propuesta por Kelly, Santibáñez y Loria (2005), y

establecer las condiciones suficientes bajo las cuales el punto de equilibrio del sistema en

lazo cerrado es asintóticamente estable en forma global mientras que el sistema perturbado

tiene una ganancia ℒ2 menor o igual a una constante predeterminada, esto permite diseñar

el controlador robusto ℋ∞ en forma global.



4.Desarrollo

Sea el sistema Euler-Lagrange de un robot manipulador de l gdl que se muestra en

la figura 1, y que se define de la forma:

𝑀 𝑞  𝑞 + 𝐶 𝑞,  𝑞  𝑞 + 𝑔 𝑞 = 𝜏 𝑡 + 𝑤𝑚 𝑡 , 

donde:

𝑡 ∈ ℝ, es el tiempo

𝑞(𝑡) ∈ ℝ𝑙, es el vector de posiciones articulares

 𝑞(𝑡) ∈ ℝ𝑙, es el vector de velocidades articulares

𝑀(𝑞) ∈ ℝ𝑙×𝑙, es la matriz de inercia

(1)



𝐶(𝑞,  𝑞) ∈ ℝ𝑙×𝑙, es la matriz de fuerzas centrífugas y de Coriolis

𝑔(𝑞) ∈ ℝ𝑙, es el vector de pares gravitacionales

𝜏(𝑡) ∈ ℝ𝑙, es el vector de fuerzas y pares aplicados a las articulaciones

𝑤𝑚(𝑡) ∈ ℝ
𝑙, son perturbaciones acopladas que pertenecen al espacio ℒ2



Figura 1 Robot manipulador de tres grados de libertad (fuente propia)



4.1. Objetivo de control

Dada la ecuación dinámica y dado un conjunto de funciones vectoriales acotadas

𝑞𝑑 𝑡 ,  𝑞𝑑 𝑡 𝑦  𝑞𝑑(𝑡) referidas como posiciones, velocidades y aceleraciones articulares

deseadas respectivamente, encontrar la entrada de control 𝝉(𝒕), de tal forma que las

posiciones 𝒒(𝒕) asociadas a las coordenadas articulares del robot sigan con precisión

a 𝒒𝒅(𝒕), es decir:

lím
𝑡→∞

𝑞 𝑡 − 𝑞𝑑(𝑡) = 0,                              

para una condición arbitraria 𝑞(0) en presencia de disturbios externos.

(2)



Proposición 1 Se propone el siguiente controlador por pre-compensación, de la forma:

𝜏 𝑡 = 𝑀 𝑞𝑑  𝑞𝑑 + 𝐶 𝑞𝑑 ,  𝑞𝑑  𝑞𝑑 + 𝑔 𝑞𝑑 − 𝐾𝑝𝑥1 − 𝐾𝑣𝑥2 + 𝑢 𝑡 ,  

donde:

𝑥1 𝑡 = 𝑞 𝑡 − 𝑞𝑑(𝑡), vector de error de posición

𝑥2 𝑡 =  𝑞 𝑡 −  𝑞𝑑(𝑡), vector de error de velocidad

𝐾𝑝, 𝐾𝑣 ∈ ℝ
𝑙×𝑙 , son matrices simétricas y definidas positivas, que llevan al robot

manipulador a la posición deseada

(3)



El Sistema en lazo cerrado, se obtiene de sustituir el controlador propuesto en el sistema

Euler-Lagrange, y se representa en la forma del control ℋ∞ (Orlov y Aguilar, 2014):



 𝑥 𝑡 =
𝑥2

𝑀−1(𝑥1 + 𝑞𝑑) −𝐶 𝑥1 + 𝑞𝑑 , 𝑥2 +  𝑞𝑑 𝑥2 − 𝐾𝑝𝑥1 − 𝐾𝑣𝑥2 − ℎ(𝑡, 𝑥)

𝑓(𝑥,𝑡)

+

0 0
𝑀−1 𝑥1 + 𝑞𝑑 0

𝑔1(𝑥,𝑡)

𝑤 𝑡 +
0

𝑀−1 𝑥1 + 𝑞𝑑
𝑔2(𝑥,𝑡)

𝑢 𝑡 ,

𝑧(𝑡) =
0

𝜌tanh(𝑥1)
𝜌𝑥2
ℎ1(𝑥,𝑡)

+
 
𝐼
0

𝑘12(𝑥,𝑡)

𝑢 𝑡 ,

𝑦(𝑡) =  𝑥 𝑡
ℎ2(𝑥,𝑡)

+ 𝐼 0
𝑘21(𝑥,𝑡)

𝑤 𝑡 ,

(4)



donde:

𝑥 = 𝑥1 𝑥2 𝑇 ∈ ℝ2𝑙, es el vector de estados

𝑢(𝑡) ∈ ℝ2𝑙, es el vector de entrada de control

𝑤 𝑡 ∈ ℝ3𝑙, es el vector de disturbios desconocidos e incertidumbre en el modelo

𝑧 𝑡 ∈ ℝ4𝑙, es el vector de la salida desconocida a ser controlada

𝑦 𝑡 ∈ ℝ𝑙, es el vector de salida

ℎ 𝑡, 𝑥 = −𝐶 𝑥1 + 𝑞𝑑 , 𝑥2 +  𝑞𝑑 𝑥2 − 𝐾𝑝𝑥1 − 𝐾𝑣𝑥2, es la dinámica residual



4.2. Punto de equilibrio

Se utiliza el teorema de contracción de mapas para determinar bajo que condición el

origen es el único punto de equilibrio de la función 𝑓 𝑡, 𝑥 en el sistema en lazo cerrado (4)

libre de perturbaciones y con 𝑢 𝑡 = 0.

𝜂 𝜑 − 𝜂 𝜗 ≤
𝐾𝑀  𝑞𝑑 ∞−𝐾𝑐2  𝑞𝑑 ∞

2 +𝐾𝑔

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐾𝑝)
𝜑 − 𝜗 (5)



La constante de Lipschitz en (5) debe ser menor que uno para garantizar unicidad del

punto de equilibrio, y por el teorema de contracción de mapas, tenemos que si la siguiente

desigualdad

𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐾𝑝 > 𝐾𝑀  𝑞𝑑 ∞ + 𝐾𝑐2  𝑞𝑑 ∞
2 + 𝐾𝑔

se satisface, entonces el origen es el único punto de equilibrio.

(6)



4.3. Análisis y diseño del regulador de movimiento global 𝓗∞

Para diseñar el regulador de movimiento global ℋ∞ es necesario postular el

siguiente teorema:

Teorema 1. Considérese las siguientes funciones:

𝑉 𝑡, 𝑥 =
1

2
𝑥1
𝑇𝐾𝑝𝑥1 +

1

2
𝑥2
𝑇𝑀 𝑥1 + 𝑞𝑑 𝑥2 + 𝛽𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥1)

𝑇𝑀 𝑥1 + 𝑞𝑑 𝑥2, 𝛽 > 0

𝐹 𝑥 = 𝜖𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥1)
𝑇 𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑥1 + 𝜖𝑥2

𝑇𝑥2

(7)



donde 𝑉(𝑥) será definida positiva para toda 𝑥(𝑡) y para alguna 𝛽 > 0 si la desigualdad

𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐾𝑝 >
𝛽2𝜆𝑀𝐴𝑋

2 (𝑀)

𝜆𝑚𝑖𝑛 𝑀
se cumple, entonces la hipótesis se satisface si:

𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐾𝑣 > 𝐾ℎ1 + 𝛽 𝑏 − 𝜌2 − 𝜖 ,  

𝜆𝑀𝐴𝑋 𝐾𝑝 > 𝛽2𝜆𝑀𝐴𝑋 𝑀 ,

𝐾ℎ2 − 𝜌2 − 𝜖 > 𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐾𝑣 >
𝑎+

1

2𝛽
𝐾ℎ2

2

1

𝛽
𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐾𝑣 −𝐾ℎ1 −𝑏+𝜌2+𝜖

+ 𝐾ℎ2 − 𝜌2 − 𝜖



donde 𝑎 =
1

2
𝜆𝑀𝐴𝑋 𝐾𝑣 + 𝐾𝑐1  𝑞𝑑 ∞ + 𝐾ℎ1 , 𝑏 = 𝜆𝑀𝐴𝑋 𝑀 + 𝑛𝐾𝑐1 y 𝜖 > 0 es una

constante suficientemente pequeña.

Se cumple y el control ℋ∞ en forma global es de la forma:

𝑢 𝑡, 𝑥 = −
1

2
𝛽 tanh 𝑥1 + 𝑥2

(8)



5. Resultados

El experimento del regulador de movimiento se realizó en un robot manipulador (ver

figura 1) marca AMATROL®. El brazo manipulador es requerido para que se desplace de la

posición inicial 𝑞1 0 = 𝑞2 0 = 𝑞3 0 = 0 rad y siga las trayectorias generadas por las

siguientes funciones:

𝑞𝑑1 =
𝜋

2
1 − 𝑒−2𝑡

3
+

𝜋

2
1 − 𝑒−2𝑡

3
sin(0.0006𝜋𝑡) ,

𝑞𝑑2 =
𝜋

4
1 − 𝑒−2𝑡

3
+

𝜋

4
1 − 𝑒−2𝑡

3
sin 0.0004𝜋𝑡 ,

𝑞𝑑3 =
𝜋

8
1 − 𝑒−2𝑡

3
+

𝜋

8
1 − 𝑒−2𝑡

3
sin 0.0002𝜋𝑡 ,

con las condiciones iniciales para el vector de velocidad en  𝑞 0 ∈ ℝ3 igual a cero.



Las ganancias de las matrices de posición y velocidad propuestas son:

𝐾𝑝 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 1689.6, 1685.6, 1684.6

𝐾𝑣 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 5.9546, 4.9576, 3.9546

y los parámetros de diseño del control ℋ∞ son:

𝜌 = 0.1,

𝛽 = 1.1,

𝜖 = 0.01.   



El objetivo de control (2) se satisface con el controlador propuesto como se observa en la

figura 2-(a), sin embargo, la respuesta del sistema en lazo cerrado (ver figura 2-(a))

presenta un corrimiento para las articulaciones 𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡) de aproximadamente 4.5s,

este fenómeno se debe a la alta relación de engranes que compone la transmisión de la

planta y que fueron consideradas como incertidumbre en el modelo dinámico del robot.



Figura 2 Resultados Experimentales del rendimiento del sistema en lazo cerrado con el 

regulador de movimiento global ℋ∞ (4.3.2), donde a) es la posición articular 𝑞(𝑡), b) es 

el par aplicado 𝜏(𝑡). (fuente propia)



6. Conclusiones

 En esta investigación se comprobó la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs para el

problema del control ℋ∞ en sistemas no lineales y variantes en el tiempo y restringido

al caso particular del problema de seguimiento de trayectorias aplicado a un sistema

Euler-Lagrange completamente actuado y con articulaciones de tipo rotacional se

satisface con las funciones (𝑉 𝑥, 𝑡 , 𝐹(𝑥)) propuestas. Para este fin se propuso un

controlador PD con pre-compensación en combinación con un controlador ℋ∞.



 La verificación de la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs para el control ℋ∞, fue

posible gracias a la función estricta de Lyapunov Kelly et al. (2005), a la función

definida positiva 𝐹(𝑥) y por último al diseño apropiado de la función definida positiva

ℎ1 𝑥 = 0 𝜌tanh(𝑥1) 𝜌𝑥2
𝑇 que ayudaron en el diseño del control ℋ∞ , una

aportación interesante surge de esta última función, porque de ella se desprende la salida

objetivo a ser controlada y es la primera vez que se propone saturando uno de los

estados de la planta con la función 𝑡𝑎𝑛ℎ 𝑥 . La finalidad de saturar el estado 𝑥1 en la

salida objetivo fue para obtener un control ℋ∞ saturado en el estado 𝑥1.
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